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Resumen

En este trabajo se abordé la ensefianza de la teoria combinatoria con dos tipos de
problemas, aquellos cuyos resultados pueden ser comprobados por conteo directo y
los que no pueden verificarse, porque la cantidad de eventos obtenidos no permiten
por cuestiones de tiempo, verificar uno a uno, todos los arreglos obtenidos. Ademas
se determind la utilidad didactica y académica de ambos tipos de problemas. Otro
aspecto que se incluyd es la atencién a las singularidades, como parte de la atencién ala
diversidad: La atencidén particularizada que ha de darse a los estudiantes de avanzada.

Se incorporé en este trabajo, una serie de ejemplos sobre problemas conmen-
surables y su uso didactico, que no pretenden, por la brevedad del documento, dar
una respuesta definitiva sobre la ensefianza de las técnicas de conteo, si no mostrar
levemente, los posibles derroteros para abordar didacticamente esta apasionante
temdtica. Se visualizaron también ejemplos de problemas inconmensurables y su
utilidad académica, para atender las singularidades de estudiantes amantes de las
matematicas.
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Summary

In this work, we focused on the teaching of combinatorial theory with two types of
problems: those which the results can be verified by direct counting and those that
cannot be verified, because the number of events do not allow verifying one by one
all the arrangements obtained due to time issues. Besides, we determined the didactic
and academic utility of both types of problems. Another aspect that was included
is the attention to singularities, as part of the attention to diversity: meaning the
particular attention that must be given to advanced students.

A series of examples on commensurable problems and its didactic use were incor-
porated, which don’t pretend —due to time- to give a definitive answer on the teaching
of counting techniques, but rather to show slightly the possible ways to address this
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exciting theme in a didactic manner. Examples of incommensurable problems and its
academic utility were also visualized in order to attend the singularities of students
who love mathematics.

Keywords: Attention to diversity; combinatorial theory; contextualization.
I. Introduccién

El analisis combinatorio o como suele llamarse: Técnicas de conteo, es una tematica
que presta condiciones para el desarrollo de actividades educativas innovadoras den-
tro del aula de clase y fuera de ella, debido a que los algoritmos y las férmulas que se
establecen en esta interesante drea de las matematicas, tienen un papel muy utilitario
y no son el asunto central para el desarrollo de los procesos de comprensién y analisis
que comportan los problemas que se abordan en este contenido.

Hay que reconocer, no obstante que en el abordaje de los tépicos de teoria combi-
natoria, se pueden establecer dos tipos de problemas, con dos tipos de dimensiones:
Los problemas basicos que se pueden trabajar en el aula de clase y cuyos resultados
son facilmente observables, medibles y responden a la dimensién conmensurable y
aquellos problemas de un estricto orden académico, que responden a variados, con-
textos universales, cuyos resultados no son facilmente observables y que tienen una
dimensién inconmensurable, al menos en los limites de tiempo que los estudiantes
tienen establecidos para superar las asignaturas y promover.

Desde esta perspectiva, en esta disertacién, se abordan los dos tipos de problemas,
con sus dimensiones particulares, especial énfasis en los problemas que pueden ser
analizados con situaciones del contexto, que de seguro han de garantizar aprendizajes
mas significativos, que el segundo tipo de problemas de esta tematica.

El trabajar situaciones contextuales desde cualquier tema de matematicas, debe
ser una necesidad, porque el aprendizaje que perdura, es aquel que se puede asociar
con las vivencias particulares del discente y no el que estd determinado por las capa-
cidades académicas e intelectuales del docente.

No obstante, no se puede descuidar el hecho de la atencién a la diversidad y, en
este sentido, en esta arenga, se aboga, por la atencién a las particularidades de los
jovenes o estudiantes de avanzada. ;Y por qué esto? porque por lo general, la bisqueda
de la atencién a la diversidad, esta orientada a la adecuacién, tanto académica como
metodolégica, de los contenidos para los diversos estilos de aprendizaje, que en la
préctica, lo que hace es establecer estindares minimos de aprendizajes, y con eso, se
atiende de modo concreto la diversidad.

32 I CIENCIA E INTERCULTURALIDAD, Volumen 19, Afio 9, No. 2, Julio-Diciembre, 2016.



Disertaciones elementales sobre teorfa combinatoria: hacia una inculturacién de las matematicas

Esto es bueno, en parte, no obstante pocas veces se atiende la singularidad de
los estudiantes, que aprenden con mayor ritmo y que requieren enfrentar situacio-
nes, que le planteen retos y que los impulsen a hacer esfuerzos intelectuales de muy
buen nivel. Si en todos los estudiantes, se provoca el desarrollo de unas competencias
fundamentales, esto conduce a una estandarizacién, una normalizacién platicirti-
ca, sin los apuntalamientos adecuados y prudentes que tomen en cuenta a aquellos
individuos, que por sus caracteristicas naturales, se esfuerzan mas que los demds y
aprenden mads rapido y con mas eficiencia que el resto.

En este caso, hablamos de estudiantes a los que se les puede aplicar una de las
maximas de la filosofia Gassetiana:

El hombre selecto no es el petulante que se cree superior a los demas, sino el que
se exige mas que los dem4s, aunque no logre cumplir en su persona esas exigencias

superiores.” (Ortega y Gasset, 1926, pag. 26)

Cuando nos referimos a estos tipos de estudiantes singulares, debemos entender
que son aquellos que buscan el desarrollo de su talento al tope de sus posibilidades,
aunque no lo consigan en un 100%. Al trabajar con esta particularidad de discentes,
debemos tener clarala idea de actuar en pro de ellos y con la visién de formarlos con
mas y mejores niveles académicos, sin descuidar la formacién de su humildad y su
humanidad.

Il. Desarrollo

En cierto sentido la teoria combinatoria puede considerase tan vieja como la propia
matematica, ya que la operacién basica de contar los elementos de un conjunto estd
ligada al origen mismo del concepto de nimero en los tiempos prehistéricos.

Los matemadticos griegos no prestaron mucha atencién a los problemas combi-
natorios, si exceptuamos del estudio de los ntimeros poligonales realizados por los
pitagoricos.

Cardano demostr6 que el nimero de subconjuntos de un conjunto de n elemen-
tos, es 2".

Tartaglia estudi6 un rectdngulo aritmético equivalente al tridngulo que poste-
riormente recibiria el nombre de Pascal.
n
Pascal parece haber sido el primero en relacionar los ntimeros | » | con el teorema
del binomio (el cual en alguna forma ya era conocido por los arabes en el siglo XIIIT y
por los chinos en el siglo XIV) (Nieto, 1996, pags. 2-3).
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Leibniz (1616-1716) dedicé bastante atencién a la combinatoria no sélo desde
el punto de vista matemético sino también desde una perspectiva filoséfica. En un
ensayo de juventud ("De Arte Combinatoria, 1666") escribe:

... todo brota interiormente de la teoria de las variaciones la cual conduce al espiritu
que a ella se confia, casi por si mismo, a través de la totalidad infinita de los proble-
mas, abarcando en si la armonia del universo, la estructura mas intima de las cosas

y toda la serie de las formas (Nieto, 1996, pag. 3).

En la actualidad la teoria combinatoria, es necesaria para el cilculo de probabili-
dades, la teoria de grafos, las funciones de Mébius, etc.

¢Cémo abordar la teoria combinatoria, en estas aulas de clase?

En los programas del Ministerio de Educacién de Nicaragua, se aborda la teoria com-
binatoria, particularmente, se hace especial énfasis, en el principio fundamental de
conteo, las combinaciones y las permutaciones. La teoria combinatoria, debe abordarse
de una forma asociada a cosas que el estudiante pueda ver en el dia a dia, esto es el
principio de la contextualizacién de los aprendizajes.

Es recomendable para la ensefianza de esta temdtica, iniciar con situaciones de
orden combinatorio que puedan ser observadas en la realidad y cuyos resultados,
sean visibles y medibles, estamos hablando de la dimensién conmensurable en la
enseflanza de este contenido.

Se propone, en este trabajo algunas formas en que se pueden abordar algunos
tépicos particulares de la Escuela Secundaria asociados o relacionados con este tema.

Ejemplos contextuales.

Ej. 1: T4 tienes tres camisas y dos pantalones ;Cudntas formas distintas tienes
para vestirte usando esas prendas?

+ Ahora sup6n que tienes tres camisas y cinco pantalones. ;Cudntas formas
distintas de vestirte tienes?

+ Si tu hermano te pide prestado un pantalén ;De cuidntas maneras puedes
vestirte ahora?

« ;Disminuyen o aumentan tus alternativas? ;Cudl es el factor de disminucién.
+ Explica a qué se debe esa disminucién o ese aumento.
Para el desarrollo de esta actividad, es necesaria la utilizacién de materiales

concretos para resolver el asunto inicial, que debe conllevar al estudiante a deducir
que el nimero de formas en que puede vestirse con dos pantalones y tres camisas,
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estd dado por el producto: 2x3=6 maneras distintas de combinar la ropa. Por tanto,
hasta que hayan descubierto la operacién implicita después de haber realizado todas
las combinaciones posibles, con recortes de camisa y pantalones distintos, que el
docente debe facilitar de previo, se debe decir, que a esta técnica se le llama principio
fundamental de conteo. Es necesario que alos estudiantes se les dé la oportunidad de
agotar todo su cumulo de ideas, y el maestro no debe intervenir hasta que la discusién
y el andlisis de los estudiantes esté en un punto 4lgido, si fuese el caso.

Principio de la multiplicacién en el conteo

Llamado también, “principio fundamental del anélisis combinatorio” y puede enun-
ciarse como sigue: Si una cosa puede hacerse de “n;1” formas diferentes, una segunda
cosa puede hacerse de “n>” formas diferentes, una tercera cosa puede hacerse de “n3”
formas diferentes, etc., una r-ésima cosa puede hacerse de ny formas diferentes, todo
el conjunto puede hacerse de: n,-n, N, (G6mez, 2009, pag. 76)

+ Hay que aprovechar, también, el momento para introducir problemas de conteo
que no presentan estructura multiplicativa. Esto debe verse como una excep-
cionalidad.

+ No todos los problemas de conteo son abordables desde la 6ptica de las estruc-
turas multiplicativas.

A continuacién se presenta un problema que no se resuelve por el principio de
la multiplicacién, pues no se aplica éste; para que el alumno discrimine entre un tipo
de problema y otro, pero en ambos se necesita contar.

Ej. 1: 4De cudntas formas se pueden repartir 36 caramelos en paquetes iguales
sin que sobre ninguno?

Se pueden repartir en tantos grupos como divisores tiene el 36, de tal modo que
el namero de formas es equivalente al numero de divisores. (Estos podemos calcu-
larlos, sabiendo que: 36=2? x 3% y que el ntimero de divisores es (2+1) (2+1)=9, como
se muestra a continuacién.

D= (36, 18, 9,12, 6, 4, 3, 2,1)
Siempre bajo la idea de presentar los contenidos, concatenados con situaciones de facil
manejo y comprension, aprovechando ademas, las ventajas que ofrecen los articulos
tecnoldgicos que estdn en manos de los estudiantes, se plantea el siguiente problema
de permutaciones, utilizando el celular como camara fotografica.

Esta actividad se realizard bajo la conduccién del profesor, con apoyo de tres

estudiantes.
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Ej. 3: Los estudiantes ubicaradn tres sillas delante la clase y se pedira la par-
ticipacién de tres de ellos (las ordenaciones se hardn anotando los nombres de
los alumnos) para realizar una sesién fotografica, luego se cambiar4 la posicién
de los alumnos en las sillas hasta agotar las posibles distribuciones. Un estudiante
anotar4 los resultados posibles.

Se preguntara:
+ ;Qué pudimos observar? ;Y si se colocaran 4 sillas con 4 estudiantes?

+ :De cuantas formas podrian acomodarse los estudiantes para otra sesién
fotografica? (estos resultados sélo se anotaran en la pizarra y por escrito en
cuadernos de trabajo).

« ;Cudntas veces estd contenido el primer resultado en éste?

Y si fueran cinco estudiantes en cinco sillas ;Cuantas veces estd contenido el
segundo resultado en éste?

{Qué concluyes?

Es posible que para un estudiante que est acostumbrado a la ensefianza tradicional,
los retos que presenta la verbalizacién de los conocimientos o al menos de las ideas
que tienen sobre el problema en cuestién, sean una traba al inicio, pero en la medida
que este tipo de actividades sea comun en los procesos de ensefianza aprendizaje,
el andlisis y la comunicacién de estas experiencias cognitivas, serdn cada vez mas
comunes y de facil ejecucién para la mayoria de los estudiantes.

En ninguna de las situaciones criticas en esta primera parte del trabajo, se plantea
cémo han de hacerse los procesos para la consecucién de las soluciones, es decir no se
plantea la resolucién de los problemas, por ser éstos de un nivel muy elemental, puesto
que a partir del primero, se debe de obtener el patrén para conseguir las resoluciones
de los otros, légicamente con la ayuda del papel mediador del docente, que ha de
procurar no interferir mucho para no influir en el razonamiento de los estudiantes.

Notacion de factorial
El producto de los enteros positivos desde el uno hasta “n” inclusive, se emplea con
mucha frecuencia en matematicas y aqui lo denotamos por el simbolo especial n/, tal

que n!=1-2-3-4--(n-4)-(n-3)-(n-2)-(n-1)-n (Lipschutz, 1997, pag. 16).

He aqui otro problema, de orden muy contextual, pero que requiere un alto espiritu
de reflexién y pensamiento critico por parte de los estudiantes.
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Ej. 4: Formando grupos de 4 estudiantes, se les orientard que usando la calcula-
dora cientifica, especificamente la tecla de factorial, se asignara a cada estudiante una
de las cuatro actividades que a continuacién se presentan, pasando al frente cuatro
estudiantes seleccionados para presentar reflexiones.

+ A partir de qué nimero los factoriales son divisibles por tres? ;Por qué?
+ ;A partir de qué nimeros los factoriales terminan en un cero? ;Por qué?
+ A partir de qué nimeros los factoriales terminan en dos ceros? ;Y Por qué?

+ ¢Cudl es el mayor ntumero al que se le puede calcular el factorial en una calcu-
ladora cientifica? ;Por qué?

Aungque en esta actividad, los estudiantes recurriran de inicio al método del ensayo
y error, las preguntas en las que se piden las razones para que cada evento ocurra,
obliga al estudiante a activar los mecanismos mentales, para dar las respuestas. Se
insiste siempre, en que la participacién del docente para conducir adecuadamente el
proceso, ha de ser relegada a un segundo plano y debe estar condicionada a las difi-
cultades presentadas en la resolucién de la tarea por parte de los estudiantes.

Todas las situaciones presentadas anteriormente, tienen elementos en comun: El
planteamiento inicial permite al estudiante, poder verificar el nimero de resultados
posibles que demanda cada situacién o permitir hacer los ensayos necesarios en el
tiempo. El nivel de complejidad para el andlisis de problemas es basico y no requiere
la estructuracién de resoluciones ingeniosas. Se busca el desarrollo del pensamiento
critico y la reflexidn a través de preguntas estructuradas para tal fin.

Problemas con un enfoque mas académico

Esta parte de este trabajo, muestra la forma de resolver algunas situaciones de teoria
combinatoria, que tienen un mayor grado de complejidad para las que se debe de
hacer uso del pensamiento estructurado o convencional mas una dosis extra de pen-
samiento lateral, al que algunos profesores de matematicas suelen, llamar el tercer ojo
matematico, en alusién al bindi hind. Esto se aplica para los casos en que al resolver
problemas, algunas personas ven aspectos que otros no ven.

En este caso los procesos intuitivos mas el razonamiento abstracto, son necesarios
y fundamentales para comprender los problemas que se presentan.

Ej.1 ;De cuantas maneras 3 espafioles, 4 franceses y 2 italianos, se pueden ubicar
en una fila, silos de la misma nacionalidad, deben quedar juntos?

Este un problema de analisis combinatorio, no presenta gran dificultad. Tal vez
la dificultad estribe, en que no sea muy facil verificar la cantidad de arreglos que el

problema implica.
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+ Aqui se puede utilizar como estrategia, cambiar de campo el problema, en este
caso mirarlo en chiquito para estudiar su comportamiento.

+ ;De cuantas formas se pueden ubicar en una fila, dos esparioles y dos franceses,
silos de la misma nacionalidad, deben quedar juntos?

Aqui limitamos el problema, de tal modo que los arreglos posibles se puedan
“contar” en poco tiempo. Es importante observar que este nuevo problema tiene la
estructura del problema original. Estudiemos su comportamiento.

E1 E2 F1 R F1 F2 E1 E
E1 E2 F2 F F1 F2 E2 El
E2 1 1 R F2 F1 E1 E
E2 E1 F2 FH F2 1 E2 E

Como se puede observar hay ocho resultados, de tal modo que los dos de cada
nacionalidad se permutan dentro del mismo bloque, pero también permutan los blo-
ques, puesto que en la primera imagen estan primero los espafioles y en la segunda
estdn de primero los franceses, entonces el resultado es: 2!x2!x2!=8 formas posibles
de ubicarlos en la fila.

Continuando con este patrdn, en el problema original, el resultado seria el si-
guiente: 31x4!x21x31=1728 maneras.

Aqui se hace lo mismo, se analizan las formas en que se permutan los de la misma
nacionalidad en cada bloque y luego cémo se permutan los bloques, como son tres
nacionalidades, se permutan de 3! maneras.

Ej. 2 Sino se permiten repeticiones A) ;cudntos nameros de tres digitos se pueden
formar con los digitos 2, 3, 5, 6, 7y 9? B) scudntos de éstos son menores que 400? C)
jcuantos son pares? D) ;cudntos son impares? E) ;cudntos son multiplos de cinco?

Utilizaremos, como estrategia, el uso de casillas, de la manera siguiente:

Para cada caso, ha de considerarse que hay que rellenar tres casillas y para ello, se
cuenta con seis digitos de los que hay que elegir tres (no hay que perder de vista que
no se permiten digitos repetidos)

a)
65 4

Tenemos seis opciones para rellenar la primera casilla, cinco para la segunda
casilla y cuatro para la tercera. Por el principio de la multiplicacién, tenemos: 6x5x4=
120 ndmeros de tres digitos.
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2 5 4

Para que bajo estas condiciones, un nimero de tres digitos sea menor que 400,
ha de comenzar con el digito 2 o con el digito 3, si asi es, no importa el valor de los
otros dos digitos. S6lo mantenemos firme la idea, de que no puede haber repeticién.
Por tanto, tenemos dos opciones para rellenar la primera casilla, cinco para la segunda
y cuatro para la tercera. Esto es: 2x5x4=40 numero de tres digitos, menores que 400.

)
4 5 2

Para trabajar esta situacién, en la que se pide, que los nameros de tres digitos
obtenidos han de ser pares, hay que tener en cuenta, que un nimero es par si termina
en un ndmero par o en cero, por tanto la dltima casilla, hay que considerar que ha de
ser rellenada, sélo por los nimeros pares de la serie de nameros que da el problema.
A saber, son dos los ntumeros pares: 2 y 6, por tanto tenemos dos opciones, para re-
llenar la tltima casilla, en las dos restantes, se pueden utilizar cualquiera de los otros
numeros, una vez que se ha elegido uno. Esto es: 4x5x2=40 numeros pares.

d)

4 5 4

Aqui hay dos posibilidades para resolver esta situacién, sabemos que cualquier
numero natural, es par o es impar (el conjunto de nimeros pares es complemento
del conjunto de ntmeros impares y esta relacién es biunivoca). Por tanto, para resol-
ver este caso, basta tomar el total de nameros de tres digitos que se pueden formar
teniendo en cuenta las condiciones del problema y restarle la cantidad de nimeros
pares que ya se calculd, esto es: 120-40=80 nimeros impares.

La otra opcién es, hacer lo mismo que se hizo para calcular los nimeros pares:

tenemos 4 opciones para rellenar la tltima casilla, cinco parala pentltima y 4 opciones
para la antepeniltima, esto es: 4x5x4=80 ntimeros impares.

e)
4 5 1

Sabemos que para que un nimero sea multiplo de cinco, éste debe terminar en
cero o en cinco; como en la serie de nimeros del problema no esté presente el cero,
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el conjunto de nimeros de tres cifras que debe calcularse ha de terminar en cinco,
pensando en que en la tltima casilla, debe ir el cinco, las dos casillas restantes pueden
ser ocupadas por cualquiera de los nimeros de la serie que quedan. Tenemos entonces:
1x5%4=20 numeros divisibles por cinco.

EJ. 3 Se escogen aleatoriamente uno tras otro, 3 personas entre 10 hombres y 5
mujeres. Cudntas formas diferentes hay, de tal forma que: a) El primero y el tercero
sean del mismo sexo y el segundo del sexo contrario. b) queden seleccionados 2 mu-
jeres y un hombre, pero las mujeres queden seguidas.

a) Para este caso hay que considerar dos situaciones: 1. Que la primera persona y la
tercera persona, sean hombres.2. Que la primera y la tercera persona, sean mujeres.

Se ilustra la situacién a continuacién:

10 5 9 5 10 4

Resolviendo nos queda lo siguiente: 10x5%9+5x10x4=650 ordenaciones.

b) En esta situacién hay dos posibilidades: que las dos mujeres sean seleccionadas,
consecutivamente, de primero o que las dos mujeres sean seleccionadas, consecuti-
vamente, de ultimo; esto es:

5 4 10 10 5 4

De tal modo que nos queda: 5x4x10+10x5x4=400 arreglos posibles.
lll. Conclusion

El abordaje de la teoria combinatoria en la Escuela Secundaria puede adquirir mucha
relevancia, si se utiliza como estrategia la contextualizacién de los aprendizajes, para
hacer esta temdtica mds visible; para ello es necesario que el estudiante sienta que lo
que estd aprendiendo, tiene sentido, tiene significado y que puede ser incorporado
a situaciones del diario vivir, sin menoscabo de la inclusién de tareas que fuercen al
limite el pensamiento de los que son mds apasionados por la ciencia de los nimeros
y los simbolos. Es decir atender la diversidad, pero en toda su extensién. La diver-
sidad bien entendida debe respetar los ritmos de aprendizaje y los intereses de los
estudiantes menos avanzados, sin descuidar las peculiaridades de los mas avanzados.

Es por ello que en este trabajo, muy breve por cierto, se abordan problemas de
orden contextual y otros con cierto rigor académico. En teoria los primeros, deben de
ser mas holisticos y los segundos deben de estar orientados a "divertir" a los jévenes
peculiares con mayor nivel de desarrollo.
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Este breve ensayo ha sido pensado, particularmente, para docentes que trabajan
en Educacién Secundaria y por qué no para los que trabajamos en las universidades y
que debemos de entender también la diversidad en todas sus dimensiones, aun cuando
ensefiamos teoria combinatoria o cualquier otro tema de mateméticas.
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