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Resumen

Este articulo es resultado de investigaciones en torno a los problemas asociados a la
comprension del dlgebra que presentan estudiantes universitarios en la construccién
del conocimiento matematico, tomando en consideracién los obstaculos cognitivos,
la familia de dificultades asociadas al 4lgebra y errores procedimentales de los es-
tudiantes universitarios en el 4lgebra. En el desarrollo de la ponencia se describird
a partir del andlisis hermenéutico, algunos supuestos basicos del papel que juegan
los sentimientos y emociones en las matemadticas y los procesos de matematizacién.

Palabras Clave: comprensién del dlgebra; educacién superior; errores procedi-
mentales; obstaculos cognitivos.

Summary

This article is the result of researches related to problems associated with the com-
prehension of algebra by university students in the construction of mathematical
knowledge, taking into account cognitive obstacles, the family of difficulties associated
with algebra and the procedural errors of the university students with this subject.
The development of the paper will be described based on a hermeneutic analysis, some
basic assumptions of the role that the feelings and emotions holds in mathematics,
as well as the mathematization processes.

Keywords: understanding of algebra; higher education; procedural errors; cog-
nitive obstacles.

l. Introduccion

La importancia que tiene la nocién de comprensién para la didictica de las mate-
maticas se ve plasmada en diferentes investigaciones y documentos curriculares de
amplia difusién internacional como en NCTM (2000), TIMSS (2003), OECD (2004),
y sefialan que los estudiantes deberian de comprender las matematicas; sin embargo,
la realidad del aula parece distanciarse de estos planteamientos. La practica del aula
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parece decantarse hacia la practica rutinaria de ejercicios algoritmicos, con clara
predominancia del marco aritmético-algebraico, se promueve casi en exclusiva la
comprensién instrumental (Skemp, 1976). Esta practica muestra también debilidades,
como la escasa puesta en escena de varios sistemas de representacién del conocimiento
matematico y la ausencia significativa de contextos y situaciones-problemas enfoca-
dos hacia la comprensién y consecuente aprendizaje, de los conceptos mateméticos
objeto de estudio.

Consciente del escenario anterior, en esta comunicacién nos centramos, en particular,
en el andlisis desde un punto de vista hermenéutico de los problemas asociados a la
comprensién del dlgebra. Todo ello, con la premisa que un estudiante comprende
un determinado objeto matematico cuando lo usa competentemente en diferentes
préacticas matemadticas (Godino & Batanero, 1994) y por ende tiene que adquirir la
capacidad de pensar y razonar, argumentar y justificar, comunicar, modelar, repre-
sentar, plantear y resolver problemas en matematicas (OECD, 2005).

Il. Desarrollo
Los problemas asociados al pensamiento algebraico

Los problemas asociados al pensamiento algebraico son estudiados en diferentes tra-
bajos Kieran y Filloy (1989), Kieran (1992), Kaput (1999), Janvier (1987), Duval (1993),
Chevallard, Bosch y Gascén (1997), Bolea, Bosch y Gascén (2001), Godino (2002),
Godino, Batanero y Font (2007) y se tipifican de la siguiente manera:

Desde la perspectiva de la psicologia cognitiva, Kieran y Filloy (1989) han identifi-
cado los factores que influyen sobre la ensefianza y aprendizaje del dlgebra, que ponen
de manifiesto las consecuencias de considerar el dlgebra como aritmética generalizada.
El enfoque lingiiistico estudiado por Janvier (1987), Kaput (1999) y Duval (1993), con-
sideran al lenguaje algebraico como el lenguaje basico de las matematicas, centrado
elinterés en el estudio de los sistemas de representacién semidticos que constatan la
necesidad de aceptar que la apropiacién de un objeto matematico dificilmente se logra
sin la adquisicién de diversas representaciones semidticas del mismo. Los estudios
de Chevallard, Bosch y Gascén (1997), Bolea, Bosch y Gascén (2001), Godino (2002),
Godino, Batanero y Font (2007), quienes realizan desde el enfoque antropolégico y
ontosemidtico, dichos estudios adoptan un punto de vista pragmatico, centrado en
el andlisis del significado de los objetos matematicos tanto a nivel institucional como
personal, estudiando los fenémenos derivadas de la transposicién didactica escolar
tratando de integrar los aspectos sinticticos, semanticos, pragmaticos y socioculturales.

Como problemas especificos del proceso Educativo del Algebra se identifican los
trabajados realizados por Brousseau (1983), Palarea y Socas (1994), Socas (1997), Kieran
(1997), Pizén y Gallardo (2000), Vicario (2002) y Cajaraville et al. (2012), donde tratan
de encontrar soluciones a preguntas como: ;Qué pueden hacer y qué no pueden hacer
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los estudiantes en los niveles de comprensién del dlgebra? Esta percepcién se puede
agrupar en los siguientes nucleos:

Los obstédculos epistemoldgicos y didacticos que constituyen una fuente de erro-
res sistematicos y persistentes que deben superarse para lograr nuevos aprendizajes
(Brousseau, 1983). Palarea y Socas (1994) tipifica tres tipos de errores: (a) los que
se originan por la existencia de obstéculos; (b) los errores del dlgebra que estan en
la aritmética; y (c) los debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico.
También Socas (1997), puntualiza tres tipos de errores: (a) un obstaculo cognitivo;
(b) ausencia de sentido de los sistemas de representacién; y (c) actitudes afectivas
y emocionales. En los estudios de Kieran (1997), se sefiala que en los problemas del
dlgebra elemental, en los que se presenta la variable como un valor desconocido que
se debe localizar, las demandas conceptuales de los estudiantes se centran en: (1)
comprender las letras como objeto que se usan para representar incégnitas, nimeros
generalizados y relaciones entre cantidades; (2) traducir los problemas a modelos
algebraicos, basados en ecuaciones que representan las cantidades desconocidos y
los otros datos del problema, segin relaciones explicitas o implicitas en el enunciado
de la tarea; y (3) resolver dichas ecuaciones. Estas demandas generan dificultades de
aprendizaje en muchos estudiantes.

Otras problemas son mencionados en Pizén y Gallardo (2000) al intentar com-
prender: (a) la concatenacién de términos algebraicos, en relacién con la del sistema
de numeracién; (b) transformaciones entre numeros positivos y negativos en ex-
presiones algebraicas; (c) inversién incorrecta de las operaciones (transposicién de
términos en una ecuacién); (d) diferencia de la incégnita respecto a su coeficiente.
Hay que destacar las aportaciones del estudio exploratorio de Vicario (2002) sobre las
ideas asociadas a la variable con estudiantes de educacién media y educacién superior,
muestran la escasa presencia de la idea de variable concebida como una magnitud, es
decir, asociada a una representacién geométrica (longitud, area, volumen). Se tiene
una concepcién de variable asociada alas letras y afloran concepciones alternativas en
plano grafico y conjuntista al plantear situaciones de variacién; los estudiantes mani-
festaron dificultades en la comprensién de la nocién de variable en los problemas que
se les plantearon. Dificultades asociadas a los procesos de evolucién del pensamiento
algebraico en los estudiantes, que provocan que los conocimientos adquiridos, en una
determinada etapa, se conviertan en modelos implicitos inadecuados para adquisicién
de nuevos conocimientos (Cajaraville, et al., 2012).

Segun Godino y Font (2004) y Cajaraville et al., (2012) las primeras experiencias
con el razonamiento algebraico estan relacionadas con la aritmética generalizada y
estas experiencias de los estudiantes con la aritmética son importantes para la com-
prensién progresiva del lenguaje algebraico, y el concepto matemdtico que hace posible
esta generalizacién es el de variable. Asi, el uso de las letras en matemadticas parece
ser ineludible, la simbologia literal es un recurso potente que facilita la resolucién de
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problemas. Sin embargo, a las letras suele darse diferentes usos. Kiichemann (1980)
pone de manifiesto que la interpretacién y comprensién del uso de las letras en con-
texto algebraico progresa mediante seis etapas (la letra: evaluada, no usada, objeto,
incégnita, nimero generalizado, y variable). Autores como Enfedaque (1990), Azarquiel
(1991), Ursiniy Trigueros (1998), Usiskin (1999), Rojas, Rodriguez, Romero, Castilloy
Mora (1999) y Kieran (2006), Cajaraville et al., (2012) han estudiado la categorizacién
y definicién del uso de las letras propuesta por Kiichemann (1980):

+ La letra evaluada: A la letra se le da un valor numérico en lugar de tratarla
como un valor desconocido. Por ejemplo, Si e+f=8 entonces e+f+g=?.

+ Letra no usada: Aqui la letra se ignora, o a lo mas es reconocida (pero sin dar-
sele un significado). Por ejemplo, Si multiplicado por 4 puede ser escrito por .
Multiplica por 4n la expresién n+5.

+ Letra como objeto: La letra es vista como un nombre para un objeto, o como
el objeto propiamente dicho. Por ejemplo, Una manzana cuesta C$15 cérdobas
y una pera Cs$ 20 cérdobas. Si “x” es el nimero de manzanasy “y” el numero de
peras. ;Qué representa la expresién 15x+20y?.

+ Laletra como incégnita: Aquila letra se piensa como un ntumero particular pero
desconocido y el estudiante se lanza a operar con letra vista de esta manera, a
pesar de la falta de cerradura del resultado. Por ejemplo, ; Cudnto es verdadera
la siguiente expresién?: L+M+N=L+P+N. Subraya la respuesta correcta: siempre;
nunca; a veces; cuando, ...

+ La letra como numero generalizado: La letra se ve como representante de
valores o capaz de tomar varios valores mas que como un valor especifico. Por
ejemplo, ;Qué puede decirse acerca de ¢ si y c+d=10y c es menor d?.

+ Letra como variable: Laletra como variable representa un rango de valores y el
estudiante es capaz de describir el grado con el cual los cambios en un conjunto
se determinan por los cambios en otro (lo cual significa establecer al menos
una relacién de segundo orden). Por ejemplo, Si a+b=3 ;Qué pasa cona sib se
incrementa en 2?.

o Letra usada como relacién funcional: —f(x)= x - sen(x)— en donde la letra x
varia en determinado conjunto de nimeros y, para cada valor de x, f(x) esta
ligada a este valor mediante la relacién expresada por x - sen(x) (Cajaraville et
al., 2012, p. 25).

Laimportancia que tiene lograr la comprensién en la generalizacién que desempeiia
laletra como variable, es una tarea dificil para muchos estudiantes, lo que se observa
a través de los numerosos errores (conceptuales, procedimentales y estructurales) que
cometen los estudiantes, han sido plasmados en diferentes investigaciones y docu-
mentos curriculares de amplia difusién internacional, como por ejemplo, Kiichemann
(1980), Furinghetti y Paula (1994), Schoenfeld y Arcavi (1999), Usiskin (1999), NCTM
(2000), Bardini, Radford y Sabena (2005), Trigueros y Ursini (2006) entre otros.
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Las relaciones entre la comprension con lo afectivo hacia las matematicas

Seria un error el creer que la solucién de un problema es un asunto puramente in-
telectual, la determinacién y las emociones juegan un papel importante. Una deter-
minacién un tanto tibia, un vago deseo de hacer los menos posibles pueden bastar
a un problema de rutina que se plantea en la clase; pero para resolver un problema
cientifico serio, hace falta una fuerza de voluntad capaz de resistir afios de trabajos y
de amargos fracasos (Polya, 1965, p. 80).
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Figura no. 1. Relaciones entre la comprensidn con lo afectivo hacia las matemadticas

Fuente: Elaboracion propia.

En este contexto, en la figura no. 1, observamos que existe una relacién lineal,
es decir, una relacién significativa, lo que se traduce: que al crecer el nivel de com-
prensién hacia los objetos matemdticos crecen los sentimientos y emociones hacia
las matematicas.

Teniendo en cuenta que en una situacién ideal, y en una institucién dada, diriamos
que un sujeto “comprende” el significado del objeto —o que ha “captado el significado”
de un concepto, por ejemplo- si fuese capaz de reconocer sus propiedades y repre-
sentaciones caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos matematicos y usar
este objeto en toda la variedad de situaciones problemadticas prototipicas dentro de
la institucién correspondiente (Godino y Batanero, 1994, p. 342).

Sin embargo, en este proceso de comprensién se manifiesta el papel afectivo
hacia las matemadticas que se traduce en sentimientos y emociones, lo que conlleva a
definirse como actitud hacia la matematica. Dicha actitud hacia las matematicas se
refiere a la valoracién, el aprecio, la satisfaccién, la curiosidad y el interés tanto por
la disciplina como por su aprendizaje, acentuando mas el componente afectivo que el
cognitivo. La cudl la podemos medir en factores actitudinales como ansiedad, agrado,
motivacién, utilidad, confianza, que se definen en la figura no. 2.
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Motivacion del sujeto hacia su estudio y utilizacion.

Figura no. 2. Factores actitudinales hacia las matematicas

Fuente: Elaboracién propia.

Relaciones de la comprension en los procesos de matematicos

El proceso de matematizacién, consiste en traducir los problemas desde el mundo
real al matemadtico, por lo que se sustenta en varios procesos entre ellos: pensar y ra-
zonar, argumentar y justificar, comunicar, modelar, representar y resolver problemas
(Alsina, 2004; Tobén, 2007; Niss, 2002; Silbey, 2003; Castro et al. 2012). Estos procesos
matemadticos descritos, formalizan la matematizacién en la resolucién de problemas
matemadticos. Segun Pajares, Sanz y Rico (2004), su utilidad se concreta en establecer
capacidades y habilidades especificas que ayudan a modular los objetivos, a establecer
tareas escolares y caracterizar las propuestas de trabajo y las evaluaciones.

La comprensién posee una estrecha relacién con los procesos de matematizacién,
debido que los estudiantes deben matematizar o conceptualizar las situaciones, es
decir, reconocer y extraer las matematicas contenidas en una situacién del mundo
real. Por tale razones, los estudiantes tienen que trabajar en problemas que se le
asocien tres aspectos:

+ Reproduccion, se trabaja con operaciones comunes, cilculos simples y problemas
propios del entorno inmediato y la rutina cotidiana.

+ Conexién, involucran ideas y procedimientos matematicos para la solucién de
problemas que ya no pueden definirse como ordinarios pero que ain incluyen
escenarios familiares; ademads involucran la elaboracién de modelos para la
solucién de problemas.

+ Reflexién, implican la solucién de problemas complejos y el desarrollo de una
aproximacién matemadtica original.
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No obstante, en la apropiacién de la comprensién del conocimiento matematico
en el contexto algebraico, se pueden exteriorizar: las actitudes hacia las matematicas;
dificultades de interpretacién de las letras; dificultades debidas a la naturaleza del len-
guaje algebraico en el contexto de las matematicas; dificultades que tienen origen en
la aritmeéticas, dificultades en el proceso de generalizacién y errores procedimentales.

Figura no. 3. Relaciones entre la comprension con los procesos matematicos

Fuente: Elaboracién propia

l1l. Conclusiones

Hemos presentado, de manera resumida, una serie de investigaciones con relacién a
los problemas asociados a la comprensién del dlgebra. Cabe destacar que los proble-
mas que se han detectado sugieren que deberian considerarse desde la ensefianza.
Podriamos concluir que:

La nocién de comprensién juega un papel importante en el aprendizaje de los
conceptos-definiciones algebraicas, es decir, para que un estudiante obtenga un alto
nivel de comprension es necesario que pueda usar los procesos de matematizacién
(pensar y razonar, argumentar y justificar, comunicar, modelar, plantear y resolver
problemas, representar) en diferentes practicas operativas y discursivas a las que
este se enfrenta.

Comprension en dlgebra
Asocia el proceso de matematizacion

Las actitudes hacia las
mateméticas

Obstaculos cognitivos y didacticos

Ausencia de sentido

Figura no. 4. La comprension como un procesos de matematizacién Fuente: Elaboracién propia.
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Sin embargo, durante este proceso de comprensién de las definiciones algebraicas,
se manifiestan actitudes hacia las matemdticas que se tipifican en: ansiedad, agrado,
motivacidn, utilidad y confianza hacia las matemdticas. Actitudes hacia las matema-
ticas que producen en el aprendizaje del dlgebra obstaculos cognitivos y didacticos,
asi como una ausencia de sentido que se originan en los distintos estadios (semiético,
estructural, auténomo) que se dan en los sistemas de representacién, todo ello, lo
podemos diferencia en las etapas siguientes:

+ Dificultades del 4lgebra que tienen su origen en la aritmética.

+ Errores procedimentales: relativos al mal uso de la propiedad distributiva,
relativo al uso de reciprocos, errores de cancelacién.

« Dificultades debidas ala naturaleza del lenguaje algebraico dentro del contexto
de las poblaciones en diversidad lingiistica y étnica.

+ Dificultades en el proceso de generalizacién

En este sentido, es necesario promover el reconocimiento de la diversidad en la
clases de matematica a partir del Disefio para Todos y el Disefio con Todos para la en-
sefianza de las matematicas en la Universidad, promoviendo situaciones encontradas
en la vida diaria, incluidos los contextos profesionales, los cuales requieren un cierto
agrado de comprensién de las matematicas, razonamiento matemdticos y herramientas
matemadticas antes todo de poder entenderlas y abordarlas en su totalidad.
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