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Resumen

El principio de proporcionalidad es una de las formas de reparto mds antiguas
en la literatura de problemas de distribucién. En este articulo se dan dos carac-
terizaciones de la regla proporcional: una como la tnica funcién que satisface
los axiomas de aditividad, invarianza de escala, equidad y convexidad; y la otra
caracterizacién usa los axiomas de tratamiento igualitario a iguales y convexidad.
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The proportional rule for Bankruptcy problems:
'Two axiomatizations

Abstract

The principle of proportionality is one of the oldest forms of distribution in the
literature of distribution problems. In this article two characterizations of the
proportional rule are given: one as the only function that satisfies the axioms
of additivity, invariance of scale, equity and convexity; and the other characte-
rization uses the axioms of equal treatment to equals and convexity.
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INVESTIGACION EDUCATIVA
1. Introduccion

Los problemas de bancarrota tratan en general con situaciones donde hay que
distribuir un bien infinitamente divisible entre un grupo de agentes cuya demanda
total sobrepasa la cantidad del bien disponible. Una manera natural de abordar estos
problemas es la bisqueda de formas o reglas de reparticién que satisfagan ciertas
propiedades. Una de las reglas mas antigua, comtnmente usada y ampliamente es-
tudiada es la regla proporcional. Esta regla distribuye el bien proporcionalmente a los
reclamos. O’'Neill (1982), Aumann y Maschler (1985) y Curiel, Maschler y Tijs (1988)
usan Teoria de juegos cooperativos como herramienta para definir reglas para proble-
mas de bancarrota y analizar sus propiedades. La estrategia empleada es como sigue:
a cada problema de bancarrota le asocian un juego cooperativo y a éste le aplican un
concepto de solucién (por ejemplo el concepto de solucién de Shapley (1953)); dicho
concepto de solucién induce una regla para problemas de bancarrota. Aunque esta
estrategia es muy efectiva, tiene la desventaja siguiente: Aumann y Maschler (1985)
demuestran que si un problema de bancarrota es representado por un juego cooperativo,
entonces es imposible obtener la regla proporcional de un concepto de solucién que
satisfaga las propiedades de simetria, eficiencia de Pareto e invarianza a equivalencia
estratégica. Por esta razdn, en este trabajo se adopta otra estrategia que caracterice
la regla proporcional. A cada problema de bancarrota se asocia un conjunto convexo
compacto apropiado que contenga el vector de reclamos. Usando que todo elemento
de un conjunto convexo compacto de se escribe de manera tinica como combinacién
convexa de sus puntos extremos y los axiomas descritos en la seccién 3, se obtienen
dos caracterizaciones de la regla proporcional.

El trabajo esta dividido en 5 secciones. La seccién 2 contiene los conceptos y las
definiciones necesarias para el desarrollo de las secciones que le preceden. Enla seccién
3 se presentan los axiomas y sus interpretaciones, y en la seccién 4 los dos teoremas
de caracterizacién. Por dltimo, se dan las conclusiones y comentarios finales.

2. Preliminares

Primeramente, introduciremos un poco de notacién. Q denota el conjunto de
los racionales y Q, todos los racionales positivos. R y R ; simbolizan el conjunto
de los nimeros reales y todos los nimeros reales no negativos, respectivamente. R"
representa el conjunto de n—uplas de numeros reales. Ademds, para todo x, y R" y
todopeR,

px+y = (Ux; + Yi... ux, + y,).
En este trabajo estudiamos situaciones donde un estado (dinero) E debe ser re-
partido entre un grupo de agentes (reclamantes) N ={1,...,n}, con n > 1. ¢; representa

la parte del estado E que reclama el agente c € N,c ER" es el vector de reclamos
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Una aproximacion a la medicién en ambientes de aprendizaje inclusivos

C=3)_ ¢ >E es el monto total de las reclamaciones. Una interrogante que surge
de forma natural es: ;Cémo dividir el estado entre los agentes? La respuesta a esta
pregunta es revelada por medio de la definicién de una regla. Una regla determina
de manera Unica una distribucién del estado entre los agentes. Mds, formalmente:

Definicién 1. Un problema de bancarrota es un par (¥, ¢) € R, X Rt donde c= (c;,...
c,)yC>E.

Los problemas de bancarrota son ampliamente estudiados en la literatura. Ver por
ejemplo, O’Neill (1982) y Aumann y Maschler (1985), y para un escrutinio completo
referirse a Thomson (2003), Thomson (2015) y Moulin (2002).

En lo que sigue supondremos que ¢; < ¢, < -+ <c,. Laletra denotard el conjunto
de todos los problemas de bancarrota y C, el conjunto de problemas bancarrota cuyos
estados son racionales positivos, es decir,

CZ{(E,C)/EER—FCERTL}-}@/COZ{(E,c)/EEQ—i—,cERZLi-}.

Definicién 2. Una regla para problemas de bancarrota (o simplemen-
te una regla) es una funcién f:C — R" que satisface lo siguiente: para todo

(E-c)eC,> " f (BE,0)=Ey0<f.(E,c)<c: paratodoi=1,..,n.

En la Definicién 2, el nimero f; (E ,C) es la parte que le corresponde al agente
1€ N del estado E de acuerdo a la regla f. Se puede observar que bajo la asignacién
de una regla (0 < f:(E,c)) ningtn agente tiene que pagar, todo agente recibe como
méximo su monto reclamado (f:(E,c)<c.) y se garantiza que el estado se distribuye
en su totalidad Y /. (E,c)=E).

A continuacién definimos la regla que se estudiara en este articulo.

Definicién 3. La regla de reparto proporcional es la funcién P: C' — R" tal que
P(E,c)=Ac.A=%¢ei=1,..,n.

Es decir, la regla proporcional distribuye el estado proporcionalmente a los re-
clamos.

El propésito de este articulo serd mostrar que la regla proporcional dada por la
Definicién 3 estd determinada de manera tinica por un cierto conjunto de propiedades,

que se describen en la siguiente seccién.

Volumen 2, Afo2,No.2, Julio-Diciembre, 2019. REVISTA ELECTRONICA DE CONOCIMIENTOS, SABERES Y PRACTICAS I 15



INVESTIGACION EDUCATIVA
3. Axiomas

Ahora, se define el conjunto de axiomas que requiere cumplir una regla en este
trabajo. El primer axioma establece que si el estado se presenta en dos partes E y E/,
entonces la asignacién de la regla al sumar las partes debe ser la suma de las asigna-
ciones para cada una de ellas, siempre que el vector de reclamaciones se mantenga
fijo. Es decir,

Aditividad. Para todo (E,c),(E',c)€C

fE+E . c)=f(E.c)+f(Ec)

Moulin (1987) y Chun (1988) utilizan esta propiedad en problemas de exceden-
tes y asignacion, respectivamente. El siguiente axioma trata con escala en el vector
de reclamos, es decir, escalando las reclamaciones por una constante estrictamente
positiva no afecta el resultado asignado por la regla.

Invarianza de escala. Para todo (E,¢)e C ytodo € R. tal que le e > E

f(E, pe)=f(E,c)

El préximo axioma dice que si dos agentes reclaman el mismo monto, entonces la
regla debe asignar iguales cantidades para ambos agentes. Mds precisamente,

Tratamientoigualitarioaiguales. Para todo (E,c) € C y todo k,l € N tal que ¢, =,

fi (E,c)=fi(E,c).

Considere un problema de bancarrota con la siguiente peculiaridad: k < n agentes
deciden condonar la deuda, es decir, cada uno reclama cero unidades y cada uno de los
n - k agentes restantes reclama una unidad. Ademads, el monto a dividir es una unidad,
esto es, lo que hay para repartir es precisamente lo que los 7 - k agentes reclaman. La
préxima propiedad establece que para este tipo de problemas de bancarrota, la regla
debe de asignar el estado de forma equitativa entre los # - k agentes. Sin pérdida de
generalidad: para k=0,1,...,n - 1, considere el vector de reclamos siguiente:

O (0 )

k n—k

Equidad. Para todo k €{0,1,..n —2} ytodo(1,e") €C
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La regla proporcional para problemas de Bancarrota: Dos axiomatizaciones

kY — 1 k
f(lae)_n_ke-

1

De acuerdo al axioma anterior, una regla equitativa da / (Le)=f < L1..1 )
——

n

Notemos que el axioma de tratamiento igualitario a iguales implica el axioma de
equidad, pero no al revés. Por otro lado, si f es una regla para problemas de bancarrota,
entonces f(1,a-¢"")= ( 0,..0 a) paratodoa >1.

T

Finalmente, la siguiente propiedad es introducida por Plata-Pérez, Sanchez-Pérez
y Sanchez-Sanchez (2015) y fue utilizada para obtener una caracterizacién del indice
de Gine. Nosotros adecuamos esta propiedad al contexto de problemas de bancarrota.
Considere una pareja de problemas de bancarrota cuyos estados y montos totales de
las reclamaciones coinciden, respectivamente. El axioma pide que la regla aplicada a
la combinacién convexa de tales problemas de bancarrota sea exactamente la combi-
nacién convexa de la regla de cada uno.

Convexidad. Para todo (E, C), (E, c') e C,conC=C"ytodo S € [O, 1 ]

FIB(E,c)+(1=PB)E,)]=f(E ,Bc+(1—=B)c")Bf (E,c)+(1—-B) f(E,c").
4. Resultados

En esta seccidn se presentan dos caracterizaciones de la regla proporcional, una
en C,y otra en el caso general C, por medio de los axiomas descritos en la seccién an-
terior. Dichos resultados son los principales de este trabajo; para lograrlo necesitamos
de algunos lemas que seran de utilidad en la caracterizacién de la regla proporcional.

Laidea para mostrar que los axiomas propuestos caracterizan la regla proporcional
parte de lo siguiente: para cada problema de bancarrota se define el conjunto convexo

KE c)={x€R} /T x=C, x Sx; <+ S} (€Y)

Ahora, el lema siguiente muestra que todo elemento de K(E,c) se expresa de
manera dnica como combinacién convexa de los vectores {2/}"_  los cuales son los
puntos extremos de K(E,c)? y se escriben como:

7l ={" 2

0, enotro caso.
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INVESTIGACION EDUCATIVA
Ejemplo 1. Para ilustrar el conjunto K(E,c) y sus puntos extremos z/, considere-

mos el problema de bancarrota (3,2,3,1),donde E =% yc=(2,3,1)., donde y . Por
definicién tenemos que:

KE,c)={xe€R} /x;+x,+x3=6, X < x; < X3}

2t =(22.2)
22 = (0,3,3)
23 = (0,0,6).

Notemos que cada zJ con j=1,2,3, es un elemento de K(E,c) y ademds ninguno de
ellos esta contenido en un segmento cuyos extremos estén en K(E,c).

Lema 1. Sea (E7 c ) € C. Paracaday €(E,c) existe una coleccién tinica de escalares

{aj};:n tal que Yra=1 YyZZZZI a,z’.

Ademas, los escalares estan dados por:

_—=j+ D~ y-1)
a; = I

conj=1,..,.ny y,=0.

Demostracién. Considere la matrizde n x n, A = (aij), definida por a; = 2t
Note que esta matriz siempre es invertible, y ademas, la ecuacién lineal y=>_"  a,2’
es equivalente a la ecuacién matricial y = Aa, donde a” [ @, ..., @, ]'lo cual implica la
existencia y unicidad de la coleccién de escalares { ¢, }'_,.

Sea y un elemento cualquiera de K(E,c), entonces:

n i

Za‘z.j _ z(n—j+1)(y,- —¥-1) C
L. - 6 n—j+1
j=

j=1
i
= Z (Yj - YJ—l)'
j=1

=Ji.

Por otro lado,
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La regla proporcional para problemas de Bancarrota: Dos axiomatizaciones

n

n
_ _ J_ J
Yi—Yi-1= Z a;z; Z AGzi_q,
=1

=

i i-1
_Z a]C a]C
j=1n—]+1 j=1n—]+1

_ (ZiC
Tn—i+1

(n=i+1)(yi —yi-1

Luego, @;=——"¢ —  y es no negativo, porque § € K (E,C). Sélo nos resta
probar que la suma de estos escalares es I:

Zn:a,- _ Zn: (n—j+ 1)(y, ¥j-1)

j=1 j=1
1 n-1
== Z(n —j+Dy; - Z(n - Dyj s
=1 j=1
[ n
1
13
.j=1
—1C—1
==C=

Lema 2. Sea (E,¢’)€EC, con /€K (E,c) para todoj=1...n yf;> 0 tal que
2., B,=1.Si C ~R" es una regla que satisface el axioma de convexidad, entonces:

Y EB) | =D B ().
=1 =

Demostracién. La prueba se hara por induccién sobre n. Para el caso n=21la

ecuacién 3 es verdadera, yaque > ' ¢’ = ylareglafsatisface convexidad. Suponga
que la ecuacién 3 es verdadera para un entero k > 2:

k

k
£ D EB) | = > Bif(EC),
=1

j=1

donde (E,c/)ec, c/eK(E,c) para todo j =1,..,ky B;=0 es tal
que Y78 =1 ‘ ‘

Ahora, considere (E,c/)e ¢, ¢/ €K(E,c) paratodoj = 1,.,k + 1 y ¥, =0 es
tal que

j=1¥j =1
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INVESTIGACION EDUCATIVA

Dado que f satisface el axioma de convexidad,

k+1

k
ZYJ’(E'Cj) =f Zyj(E:Cj)'*'ykﬂ(E.CkH)
Jj=1 j=1
k

Vi i
= F| A= arD) Y 1 (B, ) + Yieaa (B, 65
= Vi+1

k

=1 = vyr+)f (Z (E c/ )) + Vie+1 (E, cFH1).

=1. Luego, por hipotesis inductiva se

v
Claramente v >0 T 3 11—yk+1

obtiene que

k+1

ZVJ(EC]) =(1- Yk+1)zl en f(EC)+yk+1(Ec 1,

k+1

DRUCD
j=1

Después de establecer los resultados anteriores, estamos listos para enunciar el
primer resultado de este trabajo.

Teorema 1. Sea f:C, — R" una regla para problemas de bancarrota. Entonces,
es igual a la regla proporcional si y sélo si ésta satisface los axiomas de aditividad,
invarianza de escala, equidad y convexidad.

Demostracién. Primeramente, probaremos que si f es igual a la regla proporcio-
nal, entonces satisface los axiomas de aditividad, invarianza de escala, equidad y

convexidad.

Aditividad: Sean (E,c),(E',c) €C,.
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La regla proporcional para problemas de Bancarrota: Dos axiomatizaciones

f(E+E.c) =PE+E,c)
_EFE)

G

c
E E'
= E+? Ci
E E'
:ECi+ECi
=Pi(E,C)+Pi(EI,C)

= fi(E,c) + fi(E', c).

Invarianza de escala: Sean (E,c) € G, y u € R, tal que Y7, uc; > E.

fi(E,uc) = Pi(%ﬂc)
71'1=1ﬂci‘u i
E
u(Z cl)“ :
= _Ci

C
— Pi(E; C)

= fi(E, c).

Equidad: Sea k € {0,1,..n— 2}y (1,e¥) € G,
fil,e*) = P(1,€")
0sii=1,..,k

=! 1
n—k

sii=k+1,..,n,

k) — k) — 1 k
lo cual implica que /(1,e)=P(1,¢)=7 ="

Volimen 2, Afio 2, No.2, Julio-Diciembre, 2019. REVISTA ELECTRONICA DE CONOCIMIENTOS, SABERES Y PRACTICAS I 21



INVESTIGACION EDUCATIVA

Convexidad: Consideremos (E,c), (E,c') € C,,conC =C',y B € [0,1].
Los casos B =0y B =1 no los consideramos, porque son evidentes. Sea 0 < 8 <
1.

filBE, )+ (1 =B)(E,c)] = fi(E,Bc + (1-p)c")
= P(E,Bc + (1-p)c)

E
T Ir[Be+ - Pci]

(Be:+ (1= P)ci)

Como C = (', entonces Y1, [ﬂci +1- ﬁ)c’,- ] = C. Luego,

)i E )
¥, Be + (1= P (Bci +@1 =P ) = E(ﬁci +(1=pc;)
i=1 B¢ i

E E
=ﬁECi+(1—ﬁ)EC i
= BP(E,c) + (1 - BP;(E,c")

= Bfi(E,c) + (1 = P)fi(E, ).

Ahora, supongamos que la regla f:C, — R"satisface los axiomas de aditividad,
invarianza de escala, equidad y convexidad. Sea (E, ¢) € C, un problema de bancarro-
ta arbitrario, pero fijo. Entonces existen nimeros naturales m y n con n # 0 tal que
=" 'Asi,

m

FE,c) = f(%,c) =f<%+---+%,c>

m-—veces

Por aplicacion de aditividad en el lado derecho de la igualdad anterior,
obtenemos

f(E,c) =mf (%, c).

Por actividad y que f(1,c) = f<%+ ---+%,c , entonces f(%,c) = %f(l, c). Por

n-—vesces

tanto

1
fE,0) =mf (~.c) =270 = Bf (L0, @
Dado quece K (E,c), entonces

Recibido: 02/02/2019 Aprobado: 05/05/2019
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La regla proporcional para problemas de Bancarrota: Dos axiomatizaciones

(n—j+1(c—c-1) ®)

ajzf , cona; = c

n
=1

J

Sustituyendo la ecuacién 5 en 4 se obtiene f(E,c) = Ef(1,c) = Ef(1, X}, a;z7).
Como f satisface convexidad e invarianza de escala,

f(E,c)= Ez ajf(l,zj),

j=1
n-1

=E Z aj+1 f(l) e])
j=0

Por el axioma de equidad y que f es una regla se tiene,

n-1
fE)=E Z @jes e,
Es decir,
n-1
f(E. o) —EZa]+1 =

—Eril(n_j_l-i_l)(cj-'-l_cj) 1

= C n—j

En—l
= EZ(CJ'H - )e’,
j=0

E
T C

C.

Observacién 1. Note que los axiomas de invarianza de escala y equidad determi-
nan una regla en los problemas de bancarrota cuyas reclamaciones sean los puntos
extremos de K (E, C) con (E , c) € Cy,mientras que aditividad y convexidad determinan
la regla para cualquier problema de bancarrota en C,.

Teorema 2. Sea f:C' — R" una regla para problemas de bancarrota. Entonces, f

es igual a la regla proporcional si y sélo si ésta satisface los axiomas de tratamiento
igualitario a iguales y convexidad.
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INVESTIGACION EDUCATIVA

Demostracién. En el Teorema 1 se demostré que si f es la regla proporcional,
entonces f satisface el axioma de convexidad. Ahora, veremos que si f es igual a la
regla proporcional, entonces satisface el axioma de tratamiento igualitario a iguales.

Sean (E,c) e Cy k,l€ N tal que ¢, = ¢,

E E
fk(E,C)= Pk(EJC) =ECk= =fl(Elc)-

G
Cl

Suponga que la regla f : ¢ » R™ satisface los axiomas de tratamiento igualitario
a iguales y convexidad. Sea (E,c) € C un problema de bancarrota arbitrario,
pero fijo. Entonces por convexidad

f(E,c)=f|E ) a;z/ )
Z :

n

B Za]-f(E,zf).
j=1
Note que si k,i € N con z/,z] # 0, entonces z] = z]. Luego, por el axioma de

tratamiento igualitario a iguales y que f es una regla para problemas de
bancarrota se tiene

n—-1 E
E,c) = z ; J,
j=0
Luego,
n—-1 E
E,c) = Z 3 J
f( C) ' a]+1 n _] e
j=0
n-1
_Z (m—j-1+1)(c41—¢) E o
= C n—j
En—l
= EZ(C]"H - ¢)e’
j=0
_E
= EC
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La regla proporcional para problemas de Bancarrota: Dos axiomatizaciones

Ejemplo 2. Como una ilustracién de los resultados anteriores (usando la misma
notacién), calculamos la asignacién de la regla proporcional para el problema de ban-
carrota (5,2,3,5), donde el estado E =5y el vector de reclamaciones ¢ = (2,3,5).

Para el problema de bancarrota (5,2,3,5),

3 1 1
c=(2,3,5) = gzl +-z24—-23

5
3,10 10 10 1 1

= E(?'?' ?> + 5(0,5;5) + §(0,0,10)
y asi
P(5,2,3,5) =5P(1,2,3,5)

=5P(1 ( ) (055) (0010)
,—|—,—,—)+=(0,5,5) +-(0,0,

—5[—P<1 — —)+—P(1055)+—F(10010)]
5 3’3’3 5 e 5 T ’

3 1 1
=5 [gP(l,l,l,l) + gP(l,O,l,l) + EP(l,O,O,l)]
—5[3 L+ ix i + 1 1(001)]
B RO DR Rt - Sak R
_5(1 3 1)
~7\5’10’2
- (1 3 5)
“\2'2
Ahora, por el Teorema 2, se tiene

3,10 10 10
P(5,2,3,5)=P(5 (

1 1
Ig ?I?I?) + 5(015;5) + 5(010110)>1

3 (5 10 10 10)+1P(5055)+1P(50010)
5 1313)3 5 ¢ ] ) ) 5 Py J ¥
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5. Discusion y conclusiones

Primeramente, describiremos brevemente el método usado en este trabajo parala
caracterizacién de la regla proporcional. La idea es simple y consistié en descomponer
un problema de bancarrota en subproblemas féciles de resolver, luego la solucién es la
suma ponderada de las soluciones de los subproblemas de bancarrota. Ademas, dicho
método di6 como resultado dos caracterizaciones de la regla proporcional. La primera
caracterizacién es en un subconjunto infinito del conjunto de todos los problemas
de bancarrota y usa los axiomas de aditividad, invarianza de escala, equidad y con-
vexidad; y la segunda fue en todo el conjunto de problemas por medio de los axiomas
tratamiento igualitario a iguales y convexidad. Cabe sefialar que auque el axioma de
tratamiento igualitario a iguales y la condicién de que ningin agente recibe un monto
menor que cero implican el axioma de equidad, el regreso no se cumple.

Bergantifios y Vidal (2004) demuestran que no existe una regla de bancarrota que
satisfaga el axioma de aditividad, siempre que las reclamaciones y el estado sean nu-
meros naturales. Sin embargo, dos afios depués estos mismos autores (ver Bergantifios
y Vidal (2006)) prueban que la regla proporcional es la inica que satisface el axioma
de aditividad, siempre que C > E. Dado que por la Definicién 2 en todo problema de
bancarrota (E,c) se satisface que C > E, el resultado de Bergantifios y Vidal (2006)
no se aplica. Ademads, el espacio de problemas con que ellos trabajan contiene como
subconjunto propio el espacio de problemas que consideramos. Dos afios més tarde
Marchant (2008) prueba que la regla proporcional es la Gnica que satisface el axioma
de invarianza multiplicativa, es decir, f(yE,c) = f(E,c), siempre que 3" yc¢,>C , enton-
ces f(E,c) = P(E,c). De nuevo, al igual que en Bergantifios y Vidal (2008), el espacio de
problemas de bancarrota que considera Marchant contiene como subconjunto propio
a Cpor estarazén y porque el axioma de invarianza usado en nuestro trabajo es mas
restrictivo (2], 7¢:>C) se deduce que el resultado de Marchant (2008) no es valido en
el espacio de problemas que aqui se considera.

Por otro lado, estamos convencidos (al igual que Biembengut y Hein, 2004);
(Burkhardt y Hein, 2006); (Betancur, Montoya, Mesa, y Villa, 2013) que la modela-
cién matemdtica es una estrategia poderosa para incentivar, afirmar y comprender la
matemdtica como una herramienta indispensable en la compresién de los fenémenos
naturales y sociales, mas precisamente el fenémeno de la escasez presente en esta
investigacion.

La proporcionalidad es un tema recurrente en el curriculum nacional de matema-
tica, tanto en primaria, secundaria y a nivel universitario. El tema de la proporcio-
nalidada tiene su génesis en primaria con el estudio de las razones en quinto grado,
continuando en sexto con la definicién de proporcién mediante el uso de razones.
En secundaria se hace mis fino el estudio de la proporcionalidad con la inserccién
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en séptimo grado de la quinta unidad llamada “proporcionalidad”, aqui se aborda la
proporcionalidad directa e inversa.

A nivel Universitario, la UNAN-Managua tiene instaurado el estudio de la propor-
cionalida en “Matematica General”, la cual corresponde al drea de formacién general
de la mayoria de las carreras ofertadas por la UNAN -Managua.

Teniendo como referencia el parrafo anterior creemos que esta investigacidn,
donde se model6 mateméticamente un fendmeno de la escasez (la bancarrota) y se
di6 solucién mediante un concepto matematico ampliamente estudiado (la propor-
cionalidad) en el curruculum nicaragiiense, puede ayudar a mejorar el interes de los
dicentes por la matematica y dar respuesta ala pregunta que todo matematico alguna
vez ha escuchado jPara qué sirven las matemadticas?
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